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大规模 MIMO 系统中基于牛顿迭代和 
超松弛迭代的 WWSE 预编码算法 
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摘  要：在大规模 MIMO 系统中，将牛顿迭代法用于传统的 WWSE 预编码算法求逆运算，但是其迭代初始

值计算复杂。针对这一问题，提出 WWSESOR-NT 算法。在 SOR 算法的基础上提出中间算法，然后与牛顿迭

代算法相结合，利用中间算法直接对高阶矩阵的逆进行估算，将得到的结果作为牛顿迭代法的迭代初始值以

加快收敛速度。仿真结果显示，与传统牛顿迭代法比较，WWSESOR-NT 算法能够以更少的迭代次数和近似

相同的复杂度逼近 WWSE 算法的性能。 
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Newton iteration and SOR iteration based WWSE  
precoding algorithm in massive MIMO systems 
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Abstract: In massive MIMO system, Newton iteration algorithm was applied to the traditional minimum mean-square 

error (WWSE) precoding algorithm to calculate the inverse operation, but the initial value of iteration was compli-

cated. Aiming at this problem, WWSESOR-NT algorithm was proposed. The intermediate algorithm based on the 

SOR iterative algorithm was proposed. Then combined with Newton iteration algorithm, the intermediate algorithm 

was used to directly estimate the inverse of higher-order matrix, and the result was taken as the initial value of New-

ton iteration algorithm to accelerate the convergence speed. The simulation results show that WWSESOR-NT algo-

rithm can approximate the performance of WWSE algorithm with fewer iterations and approximately the same com-

plexity. 
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1  引言 

美国贝尔实验室的 Marzetta 在 2010 年提出

massive MIMO（大规模 MIMO）技术，通过在基

站配置大数目的天线，不用增加发射功率和频谱

便可获得显著的系统容量增益和能效[1-2]。但是在
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现实生活中，用户和基站天线数目过大会导致大

规模 MIMO 系统下行链路预编码算法复杂度急

剧增加。目前，非线性预编码中的脏纸预编码

（dirty paper precoding，DPC）[3]虽然性能优异，

但是由于复杂度很高而难以实际应用。根据随机

矩阵理论，在大规模 MIMO 系统中，存在信道硬

化现象[4]，使迫零（zero-forcing，ZF）预编码和

最小均方误差（minimum mean-square error，

MMSE）预编码这类线性预编码算法能以较小的

复杂度逼近非线性预编码的性能。 

虽然线性预编码算法的可行性更强，但是都包

括了一个厄米特（Hermitian）矩阵求逆过程，尤其

在大规模 MIMO 系统中，巨大的用户天线数使这个

求逆过程变得十分复杂。以何种方式求逆成为降低

算法复杂度的关键，当前根据能否对厄米特矩阵直

接求逆可以将线性预编码算法分为两类。一类是

Richardson 算法[5]、雅克比迭代算法[6]和超松弛迭代

（successive over relaxation，SOR）算法[7]，这类算

法本质都是通过计算矩阵逆和符号向量的乘积项来

跳过复杂的求逆过程，牺牲部分性能使算法复杂度

从精确求逆的 o(K3)降低到 o(K2)。另一类算法可以

直接估算矩阵的逆，如参考文献[8]中利用 Neumann

展开式来估算矩阵的逆，算法在逼近传统 WWSE

算法性能时复杂度较高，并且收敛速度不理想。参

考文献[9]中的牛顿迭代法利用迭代来进行矩阵求

逆，收敛速度很快，但是计算复杂度及算法收敛非

常依赖迭代初始值的选择。 

为了使牛顿迭代法选取合适的迭代初始值，

可以一定程度上减小算法的计算复杂度。因此，

本文先在 SOR 算法基础上提出中间算法，通过在

超松弛迭代周期之前分离符号向量，从而能够直

接估算厄米特矩阵的逆。再与牛顿迭代法结合，

将估算结果作为牛顿迭代法的初始值，得到最小均

方误差超松弛牛顿（minimum mean-square error 

successive over relaxation Newton，WWSESOR-NT）

联合算法。仿真结果表明，与传统的牛顿迭代法

比较，新算法结合了 SOR 算法和牛顿迭代法的优

点，能够以极少的迭代次数和近似相同的复杂度

达到传统 MMSE 算法的性能。 

2  系统模型 

大规模 MIMO 系统模型框架如图 1 所示。假

设大规模 MIMO TDD 系统中下行链路的单小区

多用户场景中，基站装有 M 根发射天线，同时为

K 个单天线用户服务，且 M K>> 。衰落模型采用

平坦瑞利（Rayleigh）衰落信道，如果系统中信道

状态信息（channel state information，CSI）已知，

那么用户接收的信号 y 为： 

 dy P Hx n= +  （1） 

其中， dP 是下行链路信号传输功率， K MH ×∈C 表

示瑞利衰落信道的增益矩阵， 1CNKn ×∈ 表示加性

高斯白噪声，服从均值为 0，噪声方差为 2σ 。

1Mx ×∈C 表示经过预编码的信号向量： 

 x Ws=  （2） 

其中， M KW ×∈C 表示预编码矩阵， 1Ks ×∈C 是 K

个 单 天 线 用 户 发 射 向 量 ， 并 且 满 足

{ }2||| 1|iE s= = 。 

 
图 1  大规模 MIMO 系统模型框架 

3  传统 WWSE 预编码算法 

WWSE 算法的预编码矩阵可表示为： 

 
12

H H
K

T

W H HH I
P
σβ

−
⎛ ⎞

= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 （3） 

其中，β 是功率约束因子， KI 表示 K 维的单位矩

阵，令
2

H
K

T

G HH I
P
σ⎛ ⎞

= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

且 temp
HW H G= ，那么： 
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( )

T

temp temptr H

P
W W

=β  （4） 

其中， tr( )⋅ 表示求矩阵的迹， TP 表示传输信号的

功率。 

联合式（2）和式（3）可得： 

 1Hx H G sβ −=  （5） 

4  WWSESOR-NT 算法 

4.1  超松弛迭代算法 

由于矩阵 G 为厄米特正定矩阵，所以，可

分解为： 

 HG D L L= + +  （6） 

其中，D、L、 HL 分别表示 G 的对角线元素、严

格下三角元素以及严格上三角元素。 

令 1ŝ G s−= ，利用 SOR 算法计算 ŝ则有： 

( ) ( ){ }1
1ˆ ˆ1 H

i iLs D L D s sω ω ω ω−
−⎡ ⎤= + − − +⎣ ⎦  （7） 

其中，下标 i 表示迭代次数，ω 表示松弛因子。 

将式（7）将代入式（5）后，信号向量 x 变为： 

 ˆH
ix sHβ=  （8） 

SOR 算法是在高斯−赛德尔迭代法的基础上，

使用加权平均法得到的。参考文献[10]计算了两者

的迭代速率，证明了 SOR 算法迭代速度比高斯–

赛德尔算法更快。 

4.2  WWSESOR-NT 算法 

牛顿迭代法起源于泰勒级数展开，具有收敛

速度快的特点，迭代计算式具体如式（9）： 

 ( )1 12i i K iA A I GA− −= −  （9） 

其中， 0A 是迭代初始值，只有当 0A 满足

0|| 1||KI GA− < 时，算法才收敛。牛顿迭代法对迭

代初始值要求严格，如果选择的初始值接近真实

值，那么可以迅速找到最优解，从而减少迭代次

数以及降低复杂度，否则容易造成计算复杂度过

高甚至算法不收敛。为了充分发挥牛顿迭代法的

潜力，利用 SOR 算法为牛顿迭代法提供初始值。

由于此算法的本质是对线性方程组求解，无法直

接获得矩阵的逆。但是要与牛顿迭代法结合，就

必须能够获得矩阵的逆。而目前没有很好的办法

可以直接从迭代结果中分离所需矩阵的逆，所以

本文在 SOR 算法基础上提出中间算法，使其能够

直接对 1G− 估算。采取的方法是在迭代之前，将矩

阵 G 和符号向量 s 分离，具体证明由下面的引理

给出。 

引理  当迭代次数 i →∞时，则有 1
it G−→ ，

中间算法迭代计算式由式（10）给出： 

( ) 1
1{[(1 ) ] }H

i i Kt D L D L t Iω ω ω ω−
−= + − − +  （10） 

其中，迭代的初始值 0t 设置为 1D− 。 

在证明引理之前，首先利用数学归纳法证明

命题 ˆ 0i i its s= ≥ 成立。 

当 0i = 时， 1
0t D−= ，有 1

0 0ˆ D ts s s−= = ，则命

题成立。 

当 1i = 时，将 1
0t D−= 代入式（10）可得： 

( ) 1 1
1 {[(1 ) ] }H

Kt D L D L D Iω ω ω ω− −= + − − + （11） 

根据式（7）可得 1̂s ： 

 ( ) ( ){ }1 1
1 1ˆ 1 HD L D L Ds s s t sω ω ω ω− −⎡ ⎤= + − − + =⎣ ⎦  

  （12） 

命题成立。 

假设 i k< 时，命题成立，即 1 1ˆk ks t s− −= 。 

当 i k= 时，则有： 

  
( ) ( ){ }

( ) ( ){ }

1
1

1
1

ˆ1

ωL 1 ω D

ˆ H
k k

H
k k

D L D L s s

D L t s s t

s

s

ω ω ω ω

ω ω

−
−

−
−

⎡ ⎤= + − − + =⎣ ⎦

⎡ ⎤+ − − + =⎣ ⎦
  

  （13） 

所以，命题 ˆ 0i i its s= ≥ 成立。 

因为根据 SOR 算法，当 i →∞ 时，存在
1

îs G s−→ 。 

又因为命题 ˆ si is t= 成立，所以当 i →∞时，

此时 1
it G−→ ，引理证明完毕。 

通过以上证明，说明中间算法能够直接估算

1G− ，将其迭代结果作为牛顿迭代法的迭代初始值，
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以进一步加快收敛速度，下面是 WWSESOR-NT 算

法的具体步骤： 

WWSESOR-NT 算法 

输入  HH ，s 

输出  x 
2

H
K

T

G HH I
P
σ⎛ ⎞

= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

1
0t D−=  

( ) 1
1 0{[(1 ) ] }H

Kt D L D L t Iω ω ω ω−= + − − +  

0 1A t=  

for i =1:k 

( )1 12i i K iA A I GA− −= −  

end 
H

ix H A sβ=  

可以看出，WWSESOR-NT 算法结合了两种

算法的优势。基于 SOR 算法提出的中间算法在迭

代初期去除符号向量 s 后，能够在迭代初期尽可

能地缩小与 1G− 准确值之间的差距，有效地改善了

牛顿迭代法初期的复杂度，使其更加快速有效地

求解 1G− ，从而在迭代初期就表现出其快速收敛的

特点。WWSESOR-NT 算法未来也可以应用在很

多特殊场景，例如，经常通过计算系统总速率来

比较算法的性能[11]，而总数据速率计算式需要得

到 1tr( )G− 。或者是参考文献[12]中的矩阵求逆快

速更新算法，至少需要一次计算 1G− 的值，否则无

法进行快速更新。 

4.3  收敛性分析 

本文算法的收敛性分为两个部分，具体如下。 

第一个是松弛因子ω的取值范围，首先通过

计算迭代误差来证明中间算法具有SOR算法相同

的收敛特点。 

( ) ( ){ }11 1
11 H

i i Kt G D L D L t I Gω ω ω ω−− −
−⎡ ⎤− = + − − + −⎣ ⎦  

  （14） 

由于 HL G D L= − − ，则式（14）化简为： 

( ) [ ]
( )

( ) ( )

( )

11
1

1 1

1 1 1
1

11
1 1( )

i i

K

K i K

i i K

t G D L D L G t

D L I G

I D L G t D L I G

t G D L Gt I

ω ω ω

ω ω

ω ω ω ω

ω ω

−−
−

− −

− − −
−

−−
− −

− = + + − +

+ − =

⎡ ⎤− + + + − =⎣ ⎦

− − + −

  

  （15） 

将 1
KI GG−= 代入式（15）可化简为： 

( ) ( )
( ) ( )

11 1
1 1

11
1 [ ]

i i i K

i K

t G t G D L Gt I

t G I D L G

ω ω

ω ω

−− −
− −

−−
−

− = − − + − =

− − +
 （16） 

将式（16）右侧根据迭代次数可展开得： 

( ) 11 1
0( )[ ]i

i Kt G t G I D L Gω ω −− −− = − − +  （17） 

将 ( )( ) 1
KI D L D Lω ω −= + + 代入式（17）： 

( ) ( )

( )

11 1
0

11
0( )[( ) ]

i

i K

i

t G t G I D L G

t G D L G D L

ω ω

ω ω ω

−− −

−−

⎡ ⎤− = − − + =⎣ ⎦

− + − +
（18） 

因为 HL G D L− = − − ，则等式右边为： 

( ) 11 1
0( ){[(1 ) ] ]}H i

it G t G D L D Lω ω ω −− −− = − − − +   

  （19） 

由式（19）可知，中间算法的迭代矩阵为
1( ) [(1 ) ]HD L D Lω ω ω−+ − − ，与式（7）相同，说

明中间算法能够直接估算矩阵逆的同时，仍然保持

SOR 算法高速收敛的特点。那么根据参考文献[13]，
算法的最优松弛因子 optω 为： 

 opt 2

2
1 u

ω =
−

 （20） 

其中， ( ) ( )1 1H
Ju B D L Lρ ρ −⎡ ⎤= = + <⎣ ⎦ ， ( )ρ ⋅ 表示

矩阵的谱半径， JB 表示雅克比迭代法的迭代矩

阵。参考文献[10]已经给出 optω 的值，只与基站发

射天线 M 和单天线用户数 K 有关： 

 0.414K
M

<  （21） 

第二个是牛顿迭代法中初始值的选取必须满

足 0|| 1||KI GA− < 才能收敛，并且 0| || |KI GA− 的值

越小，则算法收敛速度越快。根据参考文献[14]，
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当G为正定矩阵时，牛顿迭代初始值 0A 可选择为： 

 0
2

tr( ) KA I
G

=  （22） 

此时满足收敛条件，如果可以估算矩阵 G 的

最大、最小特征值，则 0A 可以选择为： 

 0
max min

2
( ) ( ) KA I
G G

=
+λ λ

 （23） 

直接计算矩阵的最大、最小特征值比较复杂。

不过由参考文献[15]可知，Gram 矩阵 HHH 是中

心 Wishart 矩阵，当天线 M 和 K 的数目趋于无穷

时，可以对矩阵 HHH 的最大、最小特征值进行估

算，又因为
2

H
K

T

G HH I
P
σ⎛ ⎞

= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

，那么矩阵的最大、

最小特征值可以化简为： 

 
2 2

max
T

( ) 1 KG M
M P

⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

σλ  （24） 

 
2 2

min
T

( ) 1 KG M
M P

⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

σλ  （25） 

将式（24）和式（25）代入式（23），化简为 

 0 2

1
K

T

A I
M K

P
σ

=
+ +

 （26） 

另外参考文献[16]提出，迭代初始值 0A 为

式（27）也可以满足收敛条件： 

 1
0A D−=  （27） 

为了说明本文算法的优势，在大规模 MIMO

系统中选择两种典型的天线配置，分别将本文中

间算法迭代结果式（22）、式（26）和式（27）

作为迭代初始值代入并求取 0| || |KI GA− 值进行比

较。各种取值下牛顿迭代法的收敛情况如图 2 所示。 

由图 2 可知，首先，在 8M K =∕ 和 16M K =∕

两种天线配置下，牛顿迭代法选择其中任何迭代

初始值都收敛。其次，当取值相同时，牛顿迭代

法在 16M K =∕ 的配置下要比在 8M K =∕ 的配置

下得到更小的 0| || |KI GA− 的值，即算法收敛速度 

 
图 2  各种取值下牛顿迭代法的收敛情况 

更快。最后，无论哪种天线配置，本文给出的迭

代初始值都能够获得最小 0| || |KI GA− 值，即说明

能让牛顿迭代法获得更快的收敛速度，从而减小

计算复杂度。 

4.4  复杂度分析 

本文计算时间复杂度主要考虑乘法运算，

WWSESOR-NT 算法大致可以分为两个部分，首

先，利用中间算法计算牛顿迭代初始值 0A ，此时

的复杂度为 2( )o K 。其次，将 0A 代入牛顿迭代法，

此时算法中包括 K 阶的方阵与方阵相乘，所以时

间复杂度为 3( )o K 。与精确求逆算法相比，

WWSESOR-NT 算法的复杂度虽然也是 3( )o K ，但

是由于 D Lω+ 是下三角矩阵，所以在求 D Lω+

的逆时，只相当于对其对角线元素进行求倒运算，

相对比较简单。 

如果在实际应用中，只考虑计算经过预编

码过程的信号 x。类似 SOR 的算法，通过计算

线性方程组跳过求解 1G− 过程，显然在时间复杂

度上更占优势。如果从整体考虑，能够直接估

计 1G− 的算法应用范围更广泛。参考文献[16]中
迭 代 初 始 值 1

0A D−= ， 第 一 步 迭 代

1 1
1 (2 )KA D I GD− −= − ，其中包含两次 K 阶的对角

矩阵与 K 阶的方阵相乘，所以时间复杂度为
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2( )o K 。Neumann 级数算法一步迭代的复杂度

只有 o(K)，但是明显一步迭代是无法满足性能

需求的。一般为了保证足够的估算精度，上述

算法至少迭代 3 次以上，此时算法的复杂度都

达 到 了 3( )o K ， 所 以 从 性 能 角 度 考 虑 ，

WWSESOR-NT 算法能够以近似相等的复杂

度，做到更快的速度收敛，使得极小的迭代次

数即可满足性能需求，这是优势所在。 

5  实验仿真 

本文仿真环境设置为 128 16M K× = × 和

M K× = 256 16× 两种典型的大规模 MIMO 天线

场景，调制方式设置为 64QAM，采用平坦衰落瑞

利信道。与 Neumann 算法、SOR 算法以及牛顿迭

代法进行比较，将传统 WWSE 算法性能作为基

准，具体 BER 性能如图 3、图 4 所示。 

 
图 3  128 16M K× = × 的误码率性能对比 

 
图 4 256 16M K× = × 的误码率性能对比 

由图 3 可知，首先随着迭代次数的增加，以

上几种算法的 BER 性能都得到提升。但是在相同

迭代次数下，明显 MMSESOR-NT 算法的性能最

优，其次是牛顿迭代法，再者是 SOR 算法，

Neumann 算法性能最差。当迭代次数 2i = 时，SNR

为 26 dB 时，此时 MMSESOR-NT 算法 BER 性能

小于 310− ，而牛顿迭代法为 20.5 10−× ，其余两种

算法都未达到 210− 。当迭代次数 3i = 时，此时

MMSESOR-NT 算法已经达到基准线，而 SOR 算

法勉强达到MMSESOR-NT算法在 2i = 的BER性

能 ， Neumann 算 法 的 性 能 一 直 未 达 到

MMSESOR-NT 算法的标准。 

图 4 中由于 M/K 比值增大，各个子信道出现

渐进正交性，Gram 矩阵 HHH 具有主对角占优的

特点，使得各种算法的性能得到很大提高。此时，

MMSESOR-NT 算法仅需两步迭代就能够达到基

准性能，而牛顿迭代法和 SOR 算法至少需要迭代

3 次，Neumann 算法需要迭代 4 次以上。 

6  结束语 

本文将牛顿迭代法与 SOR 算法相结合得到

WWSESOR-NT 算法，由于 SOR 算法无法直接估

算矩阵的逆，所以在 SOR 算法的基础上提出了中

间算法。所提算法不仅能够用于改进牛顿迭代初始

值，未来也可应用在矩阵求逆快速更新算法等特殊

场景。将中间算法的一步迭代结果作为牛顿迭代法

的迭代初始值，让算法的初期搜索方向效率更高。

与当前牛顿迭代法比较，其 0| || |KI GA− 值更小，有

效地加快了算法的收敛速度。实验仿真说明，在

128 16× 和 256 16× 的天线配置场景下，与 SOR 算

法和 Neumann 算法相比，WWSESOR-NT 算法的

收敛速度很快，能够以非常少的迭代次数和近似相

等的复杂度达到传统 WWSE 算法的性能。 
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